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 جزوه مبحث حد و پیوستگی                                       

 1عمومی  ریاضیدرس : 
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 :  حـدهـای 
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 هستند، یا به طور کلی در تجزیه  2ها بیشتر از درجه ی آنای هایی که درجهی چند جملهبرای تجزیه قانون هورنر :

 استفاده کنید. «  قانون هورنر» ها مشکل دارید، بهتر است از آن

  1مثـال : x x 3 4  را تجزیه کنید.  5

xچون  : پاسخ  xکند پس یک عامل ، عبارت را صفر می1  های دیگر به صورت باشد. برای پیدا کردن عاملمی 1

 کنیم :زیر عمل می

 

 

)x x xx ( )(x  3 24 5 1 5 

  عبارت : 2مثـالx x 3 22  را تجزیه کنید.  3

xکند، پس یک عامل آن ، عبارت را صفر میx1چون  پاسخ :  باشد.می 1

 

 

 

 

)x (x )(xx x   3 22 32 3 1 3 

 )قسمت اول( :  حـدهـای 

 بود، باید عامل صفر کننده را به روش تجزیه از بین ببریم.ای اگر صورت و مخرج چندجمله

  حاصل حد مقابل را بدست آورید.                                                                  : 3مثـال
x

x
lim ?

x x




 3 21

1
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x x

x
lim lim

x x

x
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1
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1
(x ) 1 x

lim
(x x ) x x

 
   2 21

1 1
73 3 3 3

  : پاسخ 

  حد  حاصل : 4مثـال
x

x x
lim

x

 



3 2

21

2 3
1

 را بدست آورید. 

3ضرایب درجه   1 4 5  

  1 ریشۀ عبارت1 1 5  

2درجه ضرایب   1 1 5  

 

3ضرایب درجه   1 2 3 

 1ریشۀ عبارت  1 3 3 

2ضرایب درجه   1 3 3  
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x x

)x x
lim lim
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lim
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  : پاسخ 

  حاصل هر یک از حدهای زیر را بدست آورید.  : 5مثـال 

      
x

x x x
lim ?

x

  




3 2

22

4 3 3 14
4

 )الف 

xابتدا  پاسخ : x x  3 24 3 3  کنیم :را تجزیه می 14

x دانیممی  2 کنیم :ریشه این عبارت است بنابراین به روش هورنر آن را تجزیه می 
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 )قسمت دوم( :  حـدهـای 

a                                                      : 1یادآوری  b (a b)(a b)  2  اتحـاد مـزدوج  :      2

a                                       : 2یادآوری  b (a b)(a ab b )   3 3 2  اتحـاد چاق و لاغـر :      2

                                               a b (a b)(a ab b )   3 3 2 2 

 و اتحاد مزدوج باشد به ترتیب از  3و 2ها عبارت رادیکالی با فرجه حدهایی که در صورت و مخرج آنه : ـنکت

 کنیم.استفاده میچاق و لاغر 

 

 

  حاصل حدهای زیر را بدست آورید.  : 6مثـال 

3ضرایب درجه   4 3 3 14  

 2ریشۀ عبارت  8 10 14  

2ضرایب درجه   4 5 7  
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x

x
lim ?
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4  )الف 2

x x x x
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x
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  : پاسخ     
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  حاصل حد  : 7مثـال
x

x
lim

x





2

38

64
2

 را بدست آورید. 

x x x

x (x )(x )( x x )
l

)
im lim lim

x ( x )( x )

(x

x  
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3 3 238 8 8

64 8 8 2 4
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3 28 2 4
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16 24

384
1

 

 ترین توان برابر است.ای با کمای با حد یک جملهگاه حد هر چندجمله، آنxوقتی ه : ـنکت

  حاصل  : 8مثـال
x

x x
lim

x x





3

2
2
4

 کدام است؟ 

1 )1                          2 )1-                         3 )
1
2

 ( صفر4                        

روش تستی :                             پاسخ :
x x

xx x
lim lim

x x 






3

2
2 2
4 x4

 
1
2

  

روشی تشریحی :                    
x x

xx x
lim lim

x x 






3

2
2
4

(x )

x

2 2
(x )

  


2 1
4 24

 

 صحیح است . 3گزینه 
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ی در برخی موارد برای رفع ابهام و محاسبهه : ـنکت
x a

f (x)
lim

g(x)
xبا تغییر متغیر   a t  تر توان مسئله را راحتمی

 حل کرد.

  دست آورید.حاصل حد زیر را به : 9مثـال 

      
x

(x ) (x )
lim ?

(x ) (x )

  


  

2 4

2 31

1 1
5 1 1

  

x پاسخ : t 1              : داریم                                                             
t
lim

t



2

t
25

1
5

                  
t

t t
lim

t t





2 4

2 35
 

 )قسمت سوم( :  حـدهـای 

 حد توابع قدرمطلقی : 

 در آید ابتدا با تعیین علامت عبارت داخل قدرمطلق در حد توابع شامل قدرمطلق، اگر حاصل حد به صورت ه : ـنکت

 کنیم.ی حد را با توجه به مباحث قبلی گفته شده محاسبه مینویسیم و ادامهآن را بدون قدرمطلق می

  حاصل حدهای زیر را بدست آورید.  : 10مثـال 

     
x

x
lim ?

x
 الف( 

x x

x

x x

x x
lim lim

x x x
lim

x x x
lim lim

x x

  



  


 


 

   


1

1

 : پاسخ 

x

x x
lim ?

x x

 




2

2
1

3 4
 )ب 

xابتدا باید عبارت  پاسخ : x 2 3  را تعیین علامت کنیم :  4

       
x

x x
x


    

 

2 1
3 4 0

4
  

 مثبت است.  1های بزرگتر از  xعبارت به ازای 

 استفاده از

 نکته قبل

  

   
 

x

x
lim

x
   وجود ندارد
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x x x

x x x x
l

)
im lim li

(

x x

x
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x x    
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2 2
1 1 1

3 4 4 13
)
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x (
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1 x

x
lim

x


  

1

4 5
5
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  حاصل : 11مثـال 
x

x x
lim

x x


 

 

2

21

2 5 3

2 1
 کدام است؟ 

1 )1-                          2 )2-                         3 )2                           4 )1 

x                                                                        پاسخ :     x
x x (x ) x x

  
        

1 12 22 1 1 1 1  

xدر نتیجه :      (x )   1 1  

                    
x x

)x x
lim lim

(x )

(x

  

 


 

2

1 1

2 5
1

13
)

(

(

x

x

)

 

2 3

1


 


1
1

1
 

 صحیح است. 4گزینه 

 حد تابع از روی نمودار : 

  شکل مقابل نمودار تابع  : 21مثـالf  است، حاصل عبارت زیر کدام گزینه است؟ 

x x

lim f(x) lim f(x) f( ) ?
  

  
2 2

2 

 4( 4( صفر                    3                    2( 2                          -2( 1

 صحیح است. 4گزینه  پاسخ :

 

 

  اگر نمودار تابع  : 13مثـالf (x)  به صورت زیر باشد، حاصل
x

lim f( x)


1  کدام است؟ 2

 3( 4                       2( 3                       1( 2( صفر                      1

       پاسخ :
A

x x x x lim f(A)




         
1

2 1 2 1 1  

 صحیح است. 2گزینه 
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  با توجه به شکل زیر  : 14مثـال
x

lim f ( )
x1

1
 کدام است؟ 

 ( موجود نیست 4                        2( 3                    -2( 2( صفر                       1

                            پاسخ :
A

x x lim f(A)
x





       
1

1
1 1 1 2  

 صحیح است. 2گزینه  

  با توجه به نمودار تابع : 15مثـالf حاصل ،
x ( ) x

lim f ( x ) lim f (x )
   

 2 2

2
 کدام است؟ 4

 8( 4                        -1( 3                       7( 2( صفر                       1

xوقتی   پاسخ : x   2  : پس داریم
x

lim f (x )


2
2

4  

xوقتی  ( )
 2  یعنیx2 پسx 2 xپس  4 24 : بنابراین 

x

lim f( x )
 

 2
24

4 3  

 صحیح است. 2و گزینه  3+4= 7که جواب :   

 :  ایمحاسبۀ حد در توابع چند ضابطه

  فرض کنید  : 16مثـال
x

f (x)
x


 

 

1
1

، حاصل 
x

lim f (x)


 )سراسری تجربی(کدام است؟  

 صفر( 4                        -1( 3                          1( 2( صفر                        1

صحیح است زیرا :   2گزینه   پاسخ :
x

lim f(x)


 1  

  اگر  : 17مثـال
ax x

f (x)
x a x

 
 

 
2

1 1

2 1
و  

x x

lim f(x) lim f(x)
  

  
1 1

 کدام است؟ aمقدار  1

 (  86 –) سراسری ریاضی  

1 )4-                              2 )3-                             3 )2-                          4 )1- 

x                                                       پاسخ :

x

lim f (x) a

a a a a
lim f (x) a





 


            
 



1

1

1 2
1 2 1 1 2 1 3

1
  

 صحیح است . 2گزینه 
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 زء صحیح : ـد توابع شامل جـح

  اگر : 18مثـال
x

f(x) x
        2

 کدام است؟ x2در  fراست تابعباشد، مجموع حد چپ و  

1 )2                           2 )3                             3 )4                        4 )1 

yحد چپ و راست تابع  پاسخ : x 
 

 شود. طبق شکل : می 1برابر  

        از طرفی داریم :  x / x
x x /

  
      

 

2 012 2 1 000 1
2

 

                                                                                                                                           
x

lim f(x)


  
2

1 1 2  

                                                                  x / ...

x

x
x / .... lim f(x)





 
        

 

1 99 9

2
2 0 0 1 0 1

2
  

بنابراین جواب :  2 1  صحیح است. 2و گزینه   3

  19مثـال : 
 
 x

x x
lim

x x



2
 ) سراسری ریاضی (کدام است؟  

1 )1-                      2 )
1
2

                        3 )
1
2

                     4 )1 

 x x
x x

x x


     

    
 

1 1
 : پاسخ 

  صحیح است.                                                   1گزینه  
x

x
lim

x

 
  

  

1 1
1

2 1 1
  

  حاصل  : 20مثـال 
x

x
lim x


 
  

 4
2

2
 کدام است؟ 

 ( حد وجود ندارد4                      -8( 3                     -7( 2                        -6( 1

 بررسی کنیم. x4باید حد چپ و راست را جدا در پاسخ :

    
x

x
( )

x x

 

 


  

     
    

4 2
2 2 9 7

4 2 8
 حد راست : حد راست  
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x

x
( )

x x

 

 


  

     
    

4 2
2 1 8 7

4 2 8
 : حد چپ 

x
limf (x)


  
4

7 

 صحیح است. 2گزینه 

  حاصل  : 21مثـال
x

lim (x )
x

 
   1

1
1

1
 کدام است؟ 

 2( 4                          -1( 3                            1( 2( صفر                           1

شود، پس اصلاً بینیم که داخل براکت عدد صحیح نمیکنیم و میرا داخل براکت جای گذاری می 1عدد  پاسخ :

 مشکل

                                 آید :    حد چپ و راست به وجود نمی
x

lim (x )
x

   
         1

1 1
1 2

1 2
  

 صحیح است. 1گزینه 

  حاصل  : 22مثـال
x
lim x


 
 

 کدام است؟ 21

 ( حد ندارد4                            1( 3                                -1( 2( صفر                              1

xداخل براکت به ازای روش اول :   پاسخ : را جدا حساب کنیم :باشد پس باید حد چپ و راست ، عدد صحیح می 

xکند، چه از سمت راست و چه از سمت چپ به صفر میل می xوقتی روش دوم : 
 کندبه سمت صفر مثبت میل می 2

xیعنی :   2  : پسx 21 xو بنابراین  1  
 

 صحیح است. 1پس گزینه  21

  حاصل  : 23مثـال 
x

lim sinx



2

 کدام است؟ 

 ( حد ندارد4                       -1( 3( صفر                          2                             1( 1

xوقتی  پاسخ :



2

sinهم به سمت  sinxکند، حرکت می 


2
 رودمی 1، یعنی 

 است. پس عبارت داخل براکت 1تر از رسد و همواره کمولی هیچ وقت به یک نمی 

 است. لذا مقدار صحیحش برابر صفر 1ولی کمتر از  1بسیار نزدیک به  

 چپحد 
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 صحیح است. 2گزینه  لذااست .  

  حاصل : 24مثـال 
 
 x

sinx x
lim

cosx x



2 2
 کدام است؟ 

1 )
1
2

                         2 )
3
4

                       3 )1-                      4 )
2
3

  

میل کند، باید ببینیم که  2به سمت  xوقتی که  پاسخ : sinx  و cosx رادیان تقریباً  2شوند. چه اعدادی می 

 واحد خواهد بود پس :  1یعنی در ربع دوم قرار دارد. در این ربع، سینوس یک مقدار مثبت کوچکتر از  120

 sin 2   پس  و  -1و کسینوس در اینجا عددی است بین cos  2  بنابراین داریم :  1

 
 

 
 x

sinx x sin
lim

cosx x cos ( )

  
  

   2

2 2 2 2
2 2 2 2 1 4 3

 

 صحیح است . 4گزینه 

 بدست آوردن حد براکت از روی نمودار :  بحث

  بررسی  : 25مثـال
x

lim
x

 
 
 2

1
 : 

 به سمت  xکنید وقتیطور که در شکل ملاحظه میهمان پاسخ :

2 2کند، )یعنی از سمت راست وقتی به میل می-  

شویم نزدیک می
x

1
و  -1عددی است بین  

1
2

بنابراین  
x

 
  

 

1
خواهد بود بنابراین :              1

x

lim
x

 
  

 2

1
1 

 الی : ـد در توابع رادیکـح

در تابع رادیکالی اگر 
x c
lim(ax b) L


   وL  گاه :     آن
x c
lim ax b L


   

  26مثـال : 
x
lim x



2

5  را بدست آورید. 1

مثبت است بنابراین داریم :    x2چون عبارت زیر رادیکال به ازای  پاسخ :
x
lim x ( )


   
2

5 1 5 2 1 11  
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  27مثـال : 
x
lim x



2

 .را بدست آورید 2

صفر شده است، بنابراین  x2چون عبارت زیر رادیکال به ازای  پاسخ :
x
lim x



2

 وجود ندارد. 2

 به نمودار دقت کنید : 

 

 و این یعنی حد چپ ندارد، بنابراین ، همسایگی چپ تعریف نشده است2بینید برای عدد همانطور که روی نمودار می

 حد ندارد. 

 گی : ـپیوست

 تا وقتی که روی نمودار بدون برداشتن دست  حرکتی کنید نمودار پیوسته است. پیوسته بودن یک نمودار :

xدر fتابع پیوستگی در یک نقطه : a پیوسته است اگر   
x a
limf(x) f (a)


  

xدر  fمواردی که تابع  a  :پیوسته نیست 

1 )fa D  

 دستِ کم یکی از دو حد چپ یا راست موجود نباشد.( 2

xتابع در ( 3 a مقدارِ تابع باشد. حد داشته باشد ولی حد مخالف 

  پیوستگی توابع زیر را در نقاط داده شده بررسی کنید.  : 28مثـال 

     
x

f(x) x
x


 



2
1

1
 )الف 

f (x) x x  3  )ب 3

 f (x) x x   )پ 5

  ی تابع با ضابطه : 29مثـال
x x

xf (x) x

a x

  
   




2 2
1

1
1

 پیوسته است؟ Rبر  aبه ازای کدام مقدار  

 a                         3 )3-                         4 )3( هیچ مقدارa                       2( هر مقدار 1
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 کنیم. ای برای تعیین پیوستگی از نقاط مرزی استفاده میدر توابع چند ضابطه پاسخ :

 بهتر است عبارت داخل قدرمطلق تعیین علامت شود. 

     
x

x x (x )(x )
x

 
        



2 2
2 2 1

1
  

 مثبت و به ازای اعداد 1فهمیم که عبارت داخل قدر مطلق به ازای اعداد بزرگتر از طبق جدول یا با عدد گذاری می

 منفی خواهد بود.  1کوچکتر از 

x x

x

(x )x x
lim lim

x x x
l

)

m
x

x

i

(

  



 


  




2

2
1 1

1

22
2

1

1

1 (x ) 1

x x

(x )(x x )
lim li

x )
m

(

x  



  






2

1 1

3

22 1

1 (x ) 1







 


3

  

 صحیح است. 2حد وجود ندارد لذا پیوسته نیست، لذا گزینه 

  ی تابع با ضابطه : 30مثـال
x x

f(x)
x x

  
 

 
2

2 1 2

1 2
 -2و  2های ، از نظر پیوستگی در دو نقطه به طول

 چگونه است؟

 پیوسته 2ناپیوسته، در  -2( در 2ناپیوسته                            2ناپیوسته، در  -2( در 1

 پیوسته 2پیوسته، در  -2( در 4ناپیوسته                             2پیوسته، در  -2( در 3

 توان به صورت زیر نوشت : را می  fتابع  پاسخ :

x x x
f (x)

x x

   
 

   
2

2 1 2 2

1 2 2
  

f  پیوسته است       2در
x x

lim f(x) , lim f(x) , f ( )
  

   
2 2

5 5 2 5  

f  ناپیوسته است       -2در
x ( ) x ( )

lim f(x) , lim f(x) , f ( )
    

     
2 2

5 3 2 5  

 صحیح است . 2گزینه 

  

   
 

 یا
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  در تابع  : 31مثـال

x
x

xf (x)

k x




 




2

1
1

1

1

xی اگر تابع در نقطه   گاه پیوستگی چپ داشته باشد، آن 1

k کدام است؟ 

1 )
1
2

                        2 )
1
2

                      3 )2                          4 )2-  

xدار، بدون قدرمطلق نوشته شود. وقتی برای تعیین حد چپ، ابتدا باید عبارت قدرمطلق پاسخ :  xیعنی  1 1  

xو   2 xبنابراین :     1 (x )   2 21 1  

    
x x

lim f(x i
x

) l m
  




1 1

1
(x )  1 x

lim
(x )(x ) 

  
  1

1 1
1 21

  

f ( ) k k   
1

1
2

  

 صحیح است. 1گزینه 

 ازه : ـگی در بـپیوست

 تعاریف : 

 : پیوسته است (a,b)در fتابع (1

 اگر در تک تک نقاط درون بازه پیوسته باشد.    

 

 :پیوسته است  (a,b]در  fتابع  (2

xدر ثانیاً در تک تک نقاط درون بازه پیوسته باشد و اولًا اگر   a  پیوستگی 

 راست داشته باشد. 

 : پیوسته است [a,b)در fتابع (3

xدر ثانیاً در تک تک نقاط درون بازه پیوسته باشد و اولًا اگر   b  پیوستگی 

 چپ داشته باشد. 
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 : پیوسته است [a,b]در fتابع (4

xدر ثانیاً در تک تک نقاط درون بازه پیوسته باشد و اولاً اگر  a  پیوستگی 

xدرراست و  b  چپ داشته باشد. پیوستگی 

 گاه :پیوسته باشد آن [a,b]در  fاگر تابع  نکته :

 پیوسته است. (a,b)( در 3پیوسته است.                        [a,b)( در 2پیوسته است.                         (a,b]( در 1

 اگر تابع  ؤال :ـسf  در[a,b] پیوسته باشد، آیا میتوان گفت در هر نقطه از آن هم پیوسته است؟ 

 و  aپیوسته نیست. چون همسایگی چپ  bو نه در  aیک نقطه از این بازه است اما نه در  bو aخیر، مثلًا  پاسخ :

 وجود ندارد. bهمسایگی راست 

  در شکل مقابل تابع : 32مثـالf هایی پیوسته است؟در چه بازه 

 تابع پیوسته است. (c,d]و (b,c)و (a,b]های در بازه پاسخ :

 

  تابع  : 33مثـالf ی با ضابطه

x x

f (x) x x

x x

    


    
   


2

2 4 3 1

1 1 2
5 2 5

پیوسته است. بیشترین مقدار  (a,b)در بازۀ  

b a کدام است؟ 

1 )2                            2 )3                             3 )6                            4 )8 

 ای هستند. پس تنها جاهایی که ممکن است پیوستگی را خراب کنند، نقاطهای تابع، همگی چندجملهضابطه پاسخ :

x1 وx2  کنیم.ها پیوستگی را بررسی میآنهستند. در 

ناپیوسته   
( )

x
( )

    
     

   
2

2 1 4 2
1 2

1 1
  

پیوسته   
( )

x
( )

   
    

    

22 1 3
2 3 3

2 5 3
 

)ی پس در بازه , )3 )که تابع تعریف شده است از  5 , ] 3 )ناپیوسته و از  x1تابع پیوسته و در 1 , )1  تابع  5

 حد چپ مقدار

 حد راست

راستحد  مقدار  

چپحد   
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)باز هم پیوسته است پس  , ] 3 (a,b)یا  1 ( , ) 1 bدر نتیجه بیشترین مقدار 5 a شود : می( )  5 1 6  

 است.صحیح  3پس گزینه 

 




